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Endliche Gruppen, die eine Involution L besitzen, SCD daB F*(C(z)j 
das direkte Produkt einer extraspeaiellen 2-Gruppe von k!einer 
Weite mit einer elementar-abelschen 2-Grupf2e ist, i 
(i) G Z HO(G), 
(ii) H;IQrA,, 
(iii) Q = F x Eo mit F extraspezielle 2-G-ruppe der Weite 3 vom Typ (+), 
Z(F) = (z), Eo elementar-abelsche 2-Gruppe und C&Q/Z(Q)) = Q, und 
(iv) Z(Q) = E @ Z(H) ah H-Modul, wobei E der natiirliche L,(2)-Modul 
oder sein dualer sei. 
Datm ist G isomoqh zu Co, x E,n mit ’ Z(H)j = 2tnt1). 
Die Bezeichnungen in dieser Arbeit sind im allgemeinen wie in [a. Weiter sei 
F*(X) die verallgemeinerte Fitting-Untergruppe und L(X) das Produkt aller 
Komponenten der Gruppe X. Es sei r(X) der sektionale 2-Rang von X. 
Wir bezeicbnen mit G immer einer Gruppe, die die Yoraussetzungen des 
Satzes erfillt. Die Behauptung des Satzes wird zuniichst fur Z(H) = <z> 
bewiesen. Hier konstruieren mir eme 2-lokale Untergruppe in G, die isomorph 
zu einer Erweiterung van EalO durch Aut(.Ms,) ist. Yoshida’s Charakterisierung 
von Co, durch eine Sylow 2-Untergruppe zeigt G E Co, . Der Rest des Beweises 
ist eine Induktion nach ! Z(H) I. 
1. T’~RB~EITEKOE ERG~~KI~~sE 
LEUMI 1.1. Die Gluppe H/Z(Q) zerfdlt iiber Q/Z(Q). 
Beweis. Siehe [7]. 
LEMMA 1.2. Die Involution a besitxt Konjugierte in Q\Z(Q). 
Beweis. Genau dies wird in einem Beispiel im let&n Abschnitt von [15] 
gezeigt. 
L=L~ 1.3. Sei G eine endliche Gruppe mit O(G) = 1. Sei E eine 2 L;‘nter- 
gruppe eon G ma? 1 E 1 < 16. Setze F = EC,(E). W&r sei E eine Sylow 
2- ITntergruppe von F und O,(No(E)/F) = 1. Dann ist L(G) bekannt. Ist insbesondere 
E z E,, und iVo(E)/F E L,(7), so ist r(L(G)) < 4 oder L(G) it eine perfekte 
zentrale Erweiterung won Z, durch M,, . 
Beweis. Siehe [14]. 
LEMMA 1.4. Sei S eine Sylow 2-L;itte~gruppe der endlichen Gruppe G, setxe 
Z = sZ,(Z(S)). GiZt Z < G’ und Z < s’, so ist ZS’/S’ ntiht zyklisch. 
Beweis. Siehe [17, Corollary 1.31. 
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LBlfxik 1.5. Sei S eine 2-Gruppe der Ordnung 28, auf der eive Gmppe 
K E I6 treu operiert. Ein Element der Ordnung 5 am K o$eriereJfspunktfrei auf S. 
Dam isi S elementar-abebch. 
Beeceis. Dies folgt mit [3, Satz 3.14, 3.18; IO]. 
L~MM.~ 1.6. Sei Kr z6 , sei Pw ein treuer 8-dimensionaim A’-Xodui $be:- 
GF(2) und VI ein 4dimensionaler C-ntermodul con 5;. Die beiden K-Xoduln F> 
und V/Vi seien irreduzibel und nicht tiquicalent. Dann operiert K zo!iSt&&g 
reduzibel auf V. 
Bezceis. Da S-i und V!‘b-i nichtiiquil-alente K-1 Iodsln sin& gibt es in K eine 
‘L‘ntergruppe HE As , die auf (V/V,)* intransitiv ucd auf i-r5 transitis- o;jeriert. 
Xeiter operiert H nach [3] \-ollstiindig reduzibel auf i/: .cnter H &ah-en wir 
eice K-invariante Bahn der Lange 15, zwei Bahnen der Lange 5 und 10 und 
schliel3lich w-eitere Bahnen der LHnge > 15. Es sei c ein Eiement aus der H-Babn 
der Ltige 5. Dann ist C,(o) E A, , und damit liegt C,,(z) in einer z L . Yiir 
nehmen C,(n) E A, an. Die Gruppe C,*(c) hat keine Fix?unkte a-uf Vi’. es 
folgt C&y’(F)) = Co}. Aber auf dieser Gruppe operiert :\i,( C&c)) z x.; , rin 
Riderspruch. Es folgt C,(c) =x4 , also liegt c’ in einer K’-Babn de: L%nge I5: 
die slch 2us den H-Bahnen der Ltige 5 und 10 zusammense:zt. Die Gruppc 
R z A, operiert somit uollst~ndig reduzibel auf E-. Die beiden 4dimensionales 
K’-Moduln in V sind aber unter K nicht konjugier:, also ist TV such ein r-oll- 
st’dndig reduzibler K-Modul. 
LEMMA 1.7. Sei V ein 8-dimensionaler orthogonaler Aaum v~om (-)-Typ libei 
GF(2). Setze G = O(V)= O,+(2). Sei L’ eine iY%teqmppe Ton G mit :\-orma!- 
teiier E g E,, und 1;’ = EK, K z x6 , so daJ Z( L-)i = 2. Fe&r operiere 
eke S;iom 5-l%teq1r/ppe e’on G fixpunhtfrei auf LT. 
Dann isc die Operation con C auf V eindeutig bestimmt. fnsbesondere gperiert 
eine geeipete L%tergruppe K,, g x6 e’on L- collsttindig reduzibei a$ $-. 
Beu.*eis. Sach [I] gibt es in G genau drei Klessen i-on Ins-oludonen, deren 
Zentralisatoren in G nicht auflijsbar sind. Es seien tl ? t, , t, T-ertreter dieser drei 
Klassen. Dann ist tl vom Typ a, mit C,(t,)~O,(C,~t,)) =x6 , t, ist vom Typ 5, 
mit C,(t,) e 53(6, 2) x 2, und ts ist vom Tyr, c, mit C&if) O,(C,($) yz6 . 
Da eine S;-low 5-cntergruppe van cc(t) mit z( c-) = (t; auf rv fixp-unktfrei 
ogeriert, ist t vom Typ a4 . Es ist O,(Co(t,)) g Ee4 ein unzerlegbarer&liodrrl 
mit Kompositionsreihe 1 C W, C W, C Ws und W, r JVs:B> s Z, , iV$ IF: z 
E,, . Es folgt E = We , dabei haben wir t = tl gesetzt. In Cc[t) gibt es genau 
eine zerfallende und eine nichtzerfallende Erweiterung x-on 6 durchZ, , damit 
ist C eindeufg bestimmt. 
324 MICHAEL WfSTER 
Stellen wir t beziiglich einer geeigneten Basis van isotropen F’ektoren 
i Xl ,..., X8} n-h (Xi , x*J = 1, i = l,..., 4, (x~ , Xj) = 0 sonst, auf V dar, SO ist 
E 
t* E E ’ ( 1 mobei E die 4-dimensionale Einheitsmatrix sei. 
Weiter gibt es in L: eine Gntergruppe K,, ~xs mit der entsprechenden Dar- 
stellung 
wobei y der Graphautomorphismus der GL(4,2) sei. Insbesondere operiert 
K, vollstiindig reduzibel auf V. Das Lemma ist be&-iesen. 
LEKM 1.8. Die Gruppe MP, be&t genau rwei IO-dimensionale irreduzible 
GF(2)-.hfoduln. Der eine zerfiillt mater MT2 in Bahnen &Lange 77/330/616, der 
andere in Bahnen der Lange 22/231/770. 
Beweis. In den einfachen Gruppen Co, und M(22) findet man als Unter- 
gruppen je eine Erweiterung van Es10 durch M,, . In Co, erh%lt man die 
Bahnzerlegung 7713301616 und in JW(22) die Bahnzerlegung 22/231/770 des 
lo-dimensionalen .Ms,-Moduls. Da 10 der minimale Grad einer nichttrivialen 
2-modularen Darstellung van Ma2 ist, gibt es nach [ll] genau zwvei rreduzible 
IO-dimensionale Ms,,-Moduln iiber GF(2), diese sind folglich in Co, und iM(22) 
realisiert. 
LEL\IYA 1.9. Sei X eine Gruppe mit ~%rmalteiler V E Es10 und X/V e 
Aut(A,). Sk weiter Y der eindeutig bestimmte :\70rmalteiler won X mit V < Y mad 
Y;‘V =x6 . Sei 1 C VI C V, C V, C V eine Y-Komposititionsreihe mit VI g 
V8/V2 s 2, und Vs/VI z V/V, z E,, . Ist VI 4 Z(X), und zerfdt Y/V, 
iiber V/V, , so zerfdlt I’ iiber V. 
Beweis. Sei t E X,Y. Es operiert t auf C,(Y) > VI . Wegen VI 6 Z(X) hat 
C,(Y) die Ordnung 4. Setze V,t = Vi , &on ist Vs = V*Vi . Insbesondere ist 
V,r f Va . Die Gruppe Y operiert auf V, , also such auf V,* und V, n V,*. Eine 
Gruppe isomorph zu A, enthglt keine Untergruppe isomorph zu ,4ut(A,), somit 
ist V, n Fs* = 1. Da aber Y/V, iiber V/V’, zerftilt, da V = V, 8 V,t als 
Y-Modul ist und Y = Y? gilt, muD Y iiber V zerfallen. 
LEMSL~ 1.10. Sei G eine endliche Gruppe, x eine Involution in G und H = 
C,(z). Sei Q = F*(H) das direkte Prod& einer extras~ziellen Cruppe F mit 
einer elementar-abelschen Gruppe E, wobei W(F) > 3, F’ = <z> und 1 E 1 > 2 sei. 
i%i Cd&/Z(Q)) = Q = CuMQ)). 1 t S 2G n Q !$ Z(Q) und Go(t) = HO@?,(t)) 
fiir alle t E Z(H)+, so gilt Z(H) = (2). 
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Bezwis. Die Yoraussetzungen van Satz 2.11 aus [13] sind erfiillt. Xso gibt es 
ein a 5 &:,2(Q) mit a IV z und 8 E Qcr = F*(C&)). Es folgt Z(QJ < C,(s) = .!Y: 
also Z(H) < CG(Z(Qa)) = Q, . Insbesondere folgt [Z(H), Q, r, q = 1. Sei R 
eine Hyperebene in Z(Q). Nach Yoraussetzung gilt C,(R) < -HO(Cc(R)j. Damit 
ist Lemma 2.13 aus [13] anwendbar, und es folgt z $ Z(Qe), dh. Q2. < H. 1% 
x EQ~ folgt j Q. : Qa n H ; = 2, also C,(Q@ n H) = Z(Q&z;. Es fc& 
Z(Hj < Z(QJ(z>. I\;ach T’oraussetzung kann wegen QU 6 H kein Eiemen: ax 
Z(H)+\-onQ, zentralisiert werden. Es foigt Z(Hj n Z(Q,) = I, d.h. Z(H) = ‘z:. 
2. DIE OPEIUTIOK vos HiQ XT Q/Z(H) 
Es sei also H = Co(s) fur eine Involution z aus G und Q = O,(H) = 
FZ(Qj mit F c Z(Q) = Z(F) = <z>, dab ei sei F ex&xaspezie!l der Weite 3 vom 
Typ (+) und Z(Q) 1 e ementar-abebch. Die Grup?e HiQ z d, operiere treu a:f 
dem 6-dimensionalen orthogonalen WodulQ:Z(Q). Ferner sei Z(Q) = E x ZjlYj 
und E der aatiirliche L,(2)-Modul oder sein dua!er. 
In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit i? die Gruope H:Z(H), 15 i? &c 
Gruppe H/Z(Q) und mit R die Gruppe e/Q. Es sei {jl , t? I js , j=” i & , Jl,i eire 
Basis des orthogonalen Raumes P, so dag die Urbilder f+ ir Q die Gruppe P 
erzeugen und den Relationen 
fi:’ = I; l<i<6, [fi,f~]=[f3,f~j=[~,fs:=x, [j’,fJ=l socst, 
genugec. Weiter sei {el , ep , es , -4, p \ eine Basis l-on B. Nit ?i? se, die Tm-oluticn 
aus R bezeiczhnet, die auf E die Tranwektion ei + eiej bzw-. Z, +- efe, bewirkt, 
jenachdem ob E der natiirliche L,(2)-Jlodul oder sein dualer ist. 
Sei E der natiirliche L,(2)-Modul und Ed der zu E duaIe. Da E ein selllstdualer 
L,(2j-Modul ist, sind E @ E und P @ Ed zueinander duale L,(2j-Xoduin. 
Wir stellen RaufP s l? dar, wobei nun 0.B.d.A. .!? der na:ii;iic~eL,(Z)-T~~odul 
sei. Wir setzen 
wobei tij auf E die Tranxektion ei -+ eiej bewirkt und die f+ entsprechend 
orthogonaic 6 x 6-Matrizen sind, die den Relationen 
ifj = 1, [fij 5 fp:] = 1, i f !? j + K. 
[fij ) fjl] = fi! , i s I und (fijfjl)” = I, 
alle anderen Kommutatoren trivial, geniigen. Solche fir geben x-ir nut an. Es 
sei dafiir sjl die 6 x 6-Matrix, die in der j-ten Zeile an der I-ten Ste!le eine 1 znd 
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sonst lauter Sullen besitzt. Sei weiter I die 6-dimensionale Einheitsmatrix und 
sei Ujl = $1 L I. 
Tir setzen 
Damit ist R = (iii , 1 < i, j < 4) auffl @ E dargestellt. Nun sol1 ff auf dem 
lo-dimensionalen Modul & = Q,!Z(H) dargestellt werden. Wir setzen dazu 
Die Relationen der fij fiihren zu den folgenden Besthmnungsgleichungen 
fiir die 6 x 4-Mat&en xi,: 
(i) f*jXij = X$jtij , 
(ii) fkgxpl + iijZ~~x<jt,~ + i+kltijtp, + Xijtij = 0 fiir i # 1, j # k, 
(iii) i?*&Xjl + lT$*ij~Xi*tj~ + iipYj,tijtj, + Xf*i!ijtil = Xii fur i # I. 
Kir setzen schliel3lich 
X 12 = (%)s xl8 = (hj)s Xl4 = (%I* 
LE!vIMA 2.1. sei tij = u,$l,, . Dam besitzt die Matrix x<j nur Eintrirge in 
der j-ten Spalte, in der r-ten Zeile und in der c-ten Zeile. Weiter gilt yri = yer und 
ysc = ysj , wcbei Xij = (ykl). 
Beweis. Dies erhiiit man leicht aus Bedingung (i) und (ii). 
LEMMA 2.2. Es gilt 1 Cd(<t,, , f13, f14>)’ = 2’j. 
Beweis. Nit Lemma 2.1 erh%lt man 
' 
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(ii), angewandt auf V L 12 , 53: = Irl, ,‘11. - i 1 =: 
rf i ,a , jr3i = 1 die Gleichungen 
a,, = 56, = c,,, a,2 = b,, = Cl1 ) und ax = El: = cjq . 
JIan hat weiter C~((fra , t13 , ill)) = (!a ,f4 ,j5>. Die obigen Gleichungen 
fuhren zu 
dabei haben wir o.B.d.A. die Umbenennung fa fzr f,,el”z2? f4 f$ f4el%l =dnd 
f5 fur f5e1Q1 durchgefiihrt. Die Behauptung isr bewiesen. 
Wr setzen a = (fle , &, f14} und ?T = ~\-&?). Es %t _v = m mit 
i? .q E = 1 und E r L,(7). Sach Lemma 1.1 k6nnen v.ir Urbiider tij der iip in 
H finden, SO da!3 t,j in Z(Q) liegt. Wir setzen T = Q(t?-, , iI : tlG I t, , t,, , f4:, . 
Dacn is: T eine Sylow 2-Untergruppe van H. 
3. EXE SCIIXLXH ABGESCHLOSSESE T;WERGR~YPPE IX T 131 F.KZ Z(Z) = ,‘a>, 
Im fo!genden sei Z(H) = (2) angenommen. 13% bev-eisen den Satz zunac.hst 
ftir diesea Fall und fiihren dann eine Induktion durch. in diesem Xbschnitt 
sol! gezeigt merden, da.0 T genau tine abelsche Untergruppe der Ordmng 2L3 
besitzt. 
Llnnra 3.1. Es ist J(T) eke abelsche Guppe &r Ot&z~z~ 21G. 
Eeweis. Zuc%chst zeigen wir, daB T eine abelsche Untergrup;e der Ordnufig 
21° be&t. %r setzen Tr = <.z, e, , e, , e, ,fZ , J; , f5j. Sach Lemma 2.2 ist 
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[K, Vi+>] = 1. Weiter ist fiir jedes Urbild K, van E in H such 
Ko9 <es2 e8, d e >] = 1. Wir zeigen, daI3 es ein Urbild KI von i( mit [XI , V] = 1 
gibt. Dazu bilden vrir die Erweiterung X von Q/E durch 1V = IVR(K). Es ist 
3E/O,(3E) g L,(7) und ! Oa(Z)s)i = 2r”. Weiter sei %B = (zE, faE, faE, f&). Dann 
ist !$B ein ~ormalteiler von 3Z isomorph zu El, , auf dem z z L,(7) operiert. 
Klar ist C#IB) > 2J3, also ; C&!B)~ = 27, und es gibt wegen Q/E extraspeziell 
ein Grbild Xr van R in H mit [XI , (fp , fa , fj>] G E und 
Kl n Q < C,(K mod (z)) = l? 
sach Lemma 2.2 gilt fiir jedes Urbild K van K in H die Beziehung 
1% cfp ,f4,fj>l < +>. Es fob& K, <fz ,fd ,f5>l < En <a> = 1, alsO 
[XI, V] = 1. Auf der Gruppe X = K,V der Ordnung 2la operiert eine 
Gruppe L isomorph zu L,(7). 1st XI abelsch, so ist mit X eine abelsche Gruppe 
der Ordnung 21° in T gefunden. Sei also Xi = X’ # 1. Dann ist Z(X) = V, 
weiter ist 1 Xi 1 G 23. Regen 2(X,) G V ist : Xi ! # 2. Es folgt ; Xi 1 = 28 und 
W(x) = Xi. Em Element 0 aus L der Ordnung 7 operiert fixptmktfrei auf 
2. Sei ;pI.;QI = V/i!? e X,/X’ eine o-invariante Zerlegung von k/X’ r Ea. 
Dann ist & eine spezielle Gruppe der Ordnung 64 mit Zentrum der Ordnung 8. 
Diese Gruppe besitzt jedoch keinen fixpunktfreien Automorpbismus der 
Ordnung 7, der auf &,/& und &i das gleiche charakteristische Polynom besitzt, 
ein Widerspruch zur bekannten Operation von (I auf X. 
Sei nun J eine abelsche Untergruppe von T der Ordnung 2lO. Es ist E keine 
Untergruppe van J, denn sonst liegt J in C,(E) = Q, und abelsche Gruppen 
in Q haben Ordnung G 2*, em Widerspruch. Weiter ist J + J(T) = 
(f13 , El4 , iB , Q, sonst ; g n Q i G ’ C&(T)): G 25. Es folgt ; / ; = 2s, 
I J n Q 1 = 2r und ] J n E : = 23. Die Struktur der Sylow 2-Untergruppen der 
beiden Erweiterungen von El, durch A, zeigt J n E = <es , e, , ea) und I = 
<&a , &, fr4> = K. Man erhat J n Q = C!,(K mod (2)) = V mit Lemma 2.2. 
Mit 1 C,(V)1 = 21° folgt J = VK, . Somit gibt es genau eine abelsche Unter- 
gruppe der Ordnung 2ra in T. Je nach Typ der Enveiterung von Z(Q) durch eine 
Untergruppe isomorph zu A, aus H/Z(Q) ist J(T) elementar abelsch oder vom 
VP (2,2,2,2,4,4,4). 
Wir setzen A-,, = X,(J(T)). Xach Lemma 3.1 ist J(T) = K,V mit V = 
J(T) n Q und x1 = K. Es ist .ATo/Q E E&,(7), No!QXI r L,(7) und 
(ATo n Q) J( T)/J(T) E El6 . Son& ist % = A’,/ J(T) isomorph zu einer 
Erweiterung von E,, durchla(7). Wir setzen B = O.&B) und (nl> = Z(a). Kach 
Lemma 1.1 gibt es in 9ZeineUntergruppe 8 mit 2nC? ~<tt,)und5I gLa(7)oder 
SL(2,7). Eine S-Kompositionreihe von J(T) hat die Gestalt 1 C WI = <z) C 
w* = W( 1 es , es , er) C W, = W,<fi , f5 , f4> = V C W3 = J(T). Sei r ein 
Element aus J(T)\,Q. Dann ist <r%) = J(T), msbesondere operiert 92 unzer- 
legbar auf J(T). 
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4. BESTIMMLXG vos 'XIZ = .Y&(T)):J(T) 
Lmnw 4.1. Es fit % eine echte Lktergruppe con D. 
Beweis. Wir nehmen an 92 = !M. Insbesondere ist dann T eine S$ow 
2-Untergruppe von G und 92 kontrolliert die Fusion in J(T). xach Lemma ‘; 2 
besitzt z Konjugierte in Q\,(z). Weiter besitzt z keine Konju$erten in J(T;\<z) . 
Da alle Involutionen aus Z(Q) Konjugierte in J(T) besitzen, !iegen slle Kon- 
jugierten von I aus Q\(z) bereits in Q\Z(Q). In Q/Z(Q) gibt es genau tine 
Kiasse von Involutionen, deren Urbilder in Q such In\-olutionen sind. Es sd 
also 0.B.d.A. z N ne mit a EJ(T) n Q\Z(Q) und e E E. Es ist dann V<G: a”) G 
J(T) mit I7 = (ea , e, , e4>, also e = e,e, mit e, E V. Die Gxppe & operiett 
regular auf fzelV, weiter ist a w ax. Also hat ae in aZ(Q) mindesrens l&57- 
Konjugierte. Wegen $; n J(T) = {z} besitzt ae keize H-Konjugierten in ;‘il’), 
somit gibt es unter Hgenau 35 . 16 Konjugierte van ae. Mar erizt 
1 CH(ue)Q/Q 1 = 2s * 3’ 
rend C,(ae)Q/Q t is eine Untergruppe \-on Cg(5) s Ei6(.& x S;,). 
Es ist (me E &,Z(Q). Wir setzen Qas = F*(C,(ae)) und L,, = .JQae r? ,Y). 
Sxm verwenden wir [13]. Da stitliche Fusion in d(Qj bereits in R statt5ndet: 
kann man nach Satz 2.11 aus [ 131 0.B.d.A. die Invo!utior? s so Mhlen, da!3 
BEQ,, gilt. Weiter n-ird im Lemma 2.18 aus [13] gezeigt, dal3 I&, ! > 8 gilt, 
fails die folgende Hypothese (2.12 aus [13]) ztitrif?: 
Hypothese. Es gibt keine Hyperebene R 1-03 Z(Q) mit C,(Rj:O(C,(R)j < 
HW’dR?OW’o(W. 
Sei also R eine Hyperebene in Z(Q). Die Hypotheae ist &r x E R erfiiI:t. 
Sei also Z(Q) = <z) x R. D arm ist C,(R) = Q, semi: ist wegen Q’ = <z> dann 
Q bereits eine Sylow 2-ITntergruppe von C,(R). Sei x E CG(R) rnit zz E Z{Qj. 
Dann ncrmaliiiert x die Gruppe Z(Q), also auchQ = C,(Z(Qjj, d.h. x Segt in 5 
und P = z. -45.0 besitzt I unter C,(R) keine Korijugierten in Z(Q)\{+ Sei 
z” = b EQ\,Z(Q) mit x E C,(R). Setzen wir Qb = F*(C,(i;j), so ist dann Z(Qfi) = 
Z(Q)” = R(b). D amit e&It man Co(b) G C,(R(ai) = CG(Z(Qb)) = Qi, , also 
! Q : (Qb r? Q): = 2. Das liefert den Widerqruch b E Q’. TVir haben gezeig, da8 
s unter C,(R) in rz\{z} k eine Konjugierten besitzt. xach einem Satz vc?- 
Glaubermax folgt I E Z”(C,(R)). Somit trifit die Hypothese zu. 
Somit ist eine Sylow 2-Untergruppe l-000 CH(czej isorrorpb fll Es . Sei X &e 
Grqpe isomorph zum Normalisator einer P& in A, , also Xr Cg(b), und sei Y 
eine Untergruppe von X der Ordnung 2 3 . 32 mit einer S+x 2-Untergrcppe 
iscmorph zu Es .M5 xvollen zeigen, d& es so etxas nicht gibt. Wre O,(Y) = I, 
so w%re, da Y a-if&bar ist, C,(O,(Y)) G O,(Y). Das is: aber zicht miiglich, da 
32 nicht die Ordnung von L,(2) teilt. Der Sormeiisayor einer Sylorr 3-Unter- 
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gruppe von X in X hat die Ordnung 3’ .2a. Es folgt O,(Y) E 2s. Dann ist 
YnO,(X)=C o,~)(Os( Y)) z Ea , aber die Gruppe .Xr(OJ Y))/Cr(Os( Y)) + 1 
operiert nichttrivial auf Coi,(Os( Y)), em Riderspruch. Die Behauptung folgt. 
LEM~ 4.2. Sei X eine Lintergruppe von ‘92, die f! als Lntergruppe enthiilt. 
Dam ist O(X) = 1. 
Beweis. Wir nehmen O(X) # 1 an. Es ist C,(r)(S) = (a), also operiert 2 
nichttrivial auf O(X). Weiter ist X eine Untergruppe von L,,(2), also gilt 
] O(JE)i ] &,,(2);,~ = 36 . 5’ . 7a . 11 * 17 * 31* .73 . 127. Klar ist O,(X) = 1 
fir p = 11, 17, 73, und 127. Weiter ist O,(X) = 1 fiir p = 5, 31, da keine 
L,(7) in GL(2,5) oder GL(2,31) involviert ist. Der 3-Rang von &s(2) ist 5, also 
ist 1 sZ,(Z(Os(X)))i < Y, b a er in GL(5, 3) ist ebenfalls keineL,(7) mvolviert. Es 
folgt O,(X) + 1, und damit ist X eine Untergruppe der treuen Erweiterung v-on 
E,2 durch GL(2, 7). ..4ber die Sylow 7-L’ntergruppen von L,,(2) sind abelsch, 
das ist ein Widerspruch. Also ist O(3) = 1. Insbesondere ist 0(%X) = 1. 
LE~L~ 4.3. fi ist 9.X g Aut(Ms,). Insbesondere ist J(T) g EJO. Die in H 
involvierte Erweiterung van El, durch .A8 zerfiilrt. 
Beweis. Es ist [J(T), E] = J(T) n Q und damit [J(T), 6,6] = {r). Also 
folgt -V&%) = ‘iR. Sach Lemma 1.3 ist r(L(‘%R)) < 4 oderl(!IR) E .&s, , hiermit 
sei die perfekte zentrale Enveiterung von 2, durch Mas gemeint. Sei L(r?) E 
J&. Auf der echten Untergruppe u(T), Z(L(!BI))] mnJ( T) operiert ein Element 
der Ordnung 11 aus L(r%B), das ist unmiiglich. Es folgt also r(L(%l)) < 4. 
Wir setzen (IX = C,(q) > 9. Nach Lemma 4.2 ist O(c) = 1. Weiter operiert 
0: auf [J(T), nI] = <es , e, , eJ = V und 2 operiert nichttrivial auf V, son& ist 
CC = C,(V)!& E s sei !IB = CE(V). Wegen C,,,,(e) = (z} operiert I! treu auf 
?IB/(tt,). Es ist %B n :VH(J(T))(j(Z’) = %B n W = 6, also hat die Gruppe 
8B/(n,) eine Ordnung < 2 3 * 1023. Nach [8] ist in $%I keine unbekannte einfache 
Gruppe involviert und damit I1D aufliisbar. Wegen O(6) = 1 ist O(ZB/(nI)) = 1, 
also O,(‘iB) > (q). Wir setzen If = ~O,(‘$J.?). Dar-m ist I.l eine 2-Gruppe mit 
Nn(6Z) = a. Es folgt O&?B) < Q!, und da r! auf O,(%lI) operiert sogar 0,(2B) = 6. 
Mit Nm(&) = ‘9I erhat man & = %. 
Zun3ichst untersuchen wirL(‘92) = 1, also 0,(9X) > 1. 
Es sei 3 = 2(0,(9X)) n W. Wegen % = C&t,) ist X + 1. 1st X = (rtr), so 
folgt O,(!UI) = (nl) und damit W < 9I, ein Widerspruch. 1st 3E = @, so erhiilt 
man O,(W) = (E und damit den Uiderspruch ‘$I = 331. Es bleibt der Fall 
X = 8, & E EB und 5 Q 92. .4ber die Gruppe [J(T), g] liegt in Q und enthiilt 
Elemente aus Q,.??(Q), somit ist [J(T), s,s] = (a). Es folgt C&s) = C&j) = a 
und 0,(9X) < (I!, ein Widerspruch. Also ist L(!IJI) # 1. 
Es ist r(L(!iN)) < 4, also !UI,X(1132) au OS &r und damit II? <L(!BI). Weiter ist fl” bq 
1 6 nL(9X)I > 8. Sach Lemma 4.2 ist O(L(‘9.I)) = 1. Weiter ist Z(L(‘iW2)) f 
GRVPPFS YOM CH.UUKTERIS7'IK 2-T?" 33; 
Somit ist L(‘3.R) eine einfache Gruppe, die in L,,(2) inx-o!viert is: und cite 
Ordnung < : !R / . 1023 hat. Die Arbeit aon Gorenstein und IIarada tiber 
Gruppen I-om sektionalen 2-Rang <4 [6’j iiefert dann, da13 L(%R) isomorph zu 
einer der Gruppen Ja , tl, , A, , Al, oder .J& ist. Da keiner dieser Gruppen eine 
Involution besitzt, deren Zentralisator isomorph zu einer Xrweiterllng van E,, 
durch L,(7) ist, liegt die In\-olution u1 aul3erhalb i-on L(!IX). Somi: ist ,5(9X) eine 
Gruppe, die einen %uiuDeren Automorpbismus der Ordncng 2 be&z:, lessen 
Zentralisator in L((xI) isomorph zu einer treuen Erweiterung TOI? Es &rci? L&7; 
ist. Es folgt L(9X) E Msa . Kegen i Aut(Ma,,) : Xzz = 2 fooigt -9X z AJ~(<&). 
Insbesondere folgt J(T) E EJO, und die in H invoh-ierte Erweiterung eon zi5 
durch 9, zerfallt. 
Wir behandeln zunkhst inuner noch den Fall Z(!$) = (2). Des fo!gende 
Lemma gibt einige Eigenschaften \-on Mas und Am (Mz,) an, 
iEMMA 5.1. Sei M eine Gmppe isomorph zu -kt(:tI,,). 13 Sf’ s -l& gibt 
es gmau eine Klasse oon Involutionen. Sei T eine Sylo~c 2- LZteqru$pe e’oz 34’. 
Dann besitzt Tgenau zwei Lntergruppen isomorph zu Eli : und beide liegen normal’ 
in T. Seien El mad EB diese beiden I;i2tergruppa con T. Dann ist .3[\;,(El) isonwph 
zu einer zerfalknden treuen Erweiterung eon E,, durch 2, umi -Y>,,(E,) isomwph 
zu e&r serfalienden treuen Erweiterung oon E,, dwch cl6 . Veiter is/ X,.s(Eij y 
E3Jj und -l’5f(E1) z El,.& . In 19T.w(E2) gr’bt es eixe L-ntergruppe Kl & ,Zq mit 
Xv(Ki; z Aut(A,). 
Beweis. Siehe etwa j12]. 
Xach Lemma 1.8 ist die Operation van 9.R E Aut(X& euf j(T) E E,l8 
eindeutig bestimmt. Insbesondere ist J(T) der Na,-Modul, der in der Gruppe 
Coa vorkommt. In seiner Sylou- 2-Charakterisierung x-on Co? gibt Ycshida in !_16] 
Erzeugende und Reiationen des Zentralisators einer Zen:,&-, ‘--‘r=n I~.y&t;.on -1 ip- J 
Coz an, Wir verwenden die Xotation van Yoshida und bestiamen die ORerdon 
einer Kntergrqpe isomorph zu E16.Z6 in 9X auf J(T). 
Sei G,, eine Gruppe isomorph zu Co, . Sei weiter T, eine Sylox 2-Untergruppe 
Ton GO, die x-on den Involutionen ai , i = 1, 3, 3. Oj , j = i :..., 5 -und c;. I 
k = i,..., 8, erzeugr mird, Es sei [a1 , aJ = as , (ai , a? , c3} g D, 1 (4 :..., b&s z 
EM und [ci, cj] = y, falls i+j = 9, und ici, cjl = I fur i +j + 9, also 
<p U1 ,...: c,:, z D84, dabei ist Z(T,) = (y) mit y2 = i. Weiter sei C&v) = 
<Tg , % 5 WI . %> mit Involutionen q, , rq , wa , die l-on der TVe$quppe 
K32 C&)!(c,_ ,..., cs} g Sp(6,2) herkommen. Dan: ist mit den in :16j 
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angegebenen Relationen J(T,) = (y, %¶C?,C6~ 0, 69 03 4, 49 8) c- b 6- ,5 a a ’ und 
~~~,,U(J(~O))/J(~O> = < c4 9 6 9 c2 2 cJ@s 9 4 2 61 3 a, 9 ql , %> J(To)IJ(To) z 
E&Z6 . Wir setzen X(J( To)) = X(J(T,))/J(T,), Es = (E, , Es , 4 , C1) E E,, 
und z = (6s ,6s , 6, , a1 , E. , *J E 2s . Die beiden folgenden Tabellen geben 
die Operation von K auf E2 , und die Operation von .i$K auf J(T,) an, dabei 
stehen in den einzelnen Spalten der Tabellen die Konjugierten der Elemente der 
ersten Spalte unter dem jeweiligen Element der entsprechenden Kopfzeile. 
TABELLE I 
Die Operation van g z X, auf & E El6 
TABELLE II 
Die Operation van I?$ auf ](T,,) G II,10 
Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y 
C6 C6 C6 CS C6Y C6 C6 C6 C6 C7 C6 
C7 C7 C7 CiY c7 c7 Ci C7CiJY c7 C6 C6 
C6 C6 C6Y C6 C6 C6 c6c,Y c6 C&7 G 6 
C5 CSY c5 C5 C5 c/e C6C7 Y C5C6Y G C6 
ba key by key by be be be b, ; be 
b5 b5 b,c, b5 b,c, bj b5 bs h&o be 
bfi bs bs b&l bec7 b, b, bs be i: bs 
a6 we as5 a6 a6 aA a6b6b6 a6 a6a6 a6 a3 
a6 aa+ a8 w5 a6 aA a6 a&A a3 b5 a6 
LEMtd.4 5.2. Sei F eke tippe mt .A70rmalteikr Js ES10 und F/J E 
Aut(Ms,). Sei X eine Cntergruppe con F mit X/J s El&Y6 . Die Operatia van X 
auf J etatspreche d -r Operation wm E& auf J( To) aus Tabelle II. Gibt es in X eine 
%ztergruppe WE EB , die auf J so operiert ec;ie <bl , & , &,,> auf J(T,), so zerfdlt F 
iiber J. 
Bezceis. Wir verwenden die Xotation von Yoshida. Es sei also J = (y, c, , 
G, c6 , c5 , h , b5 , b4, a2 ,a& und X = X/J = <c4, G, f2 , G) <h , &, 6, , 
a1 , CC~ , B$>. Die Relationen in x seien w-ie in $a und die Operation \-on X auf J 
wie in Tabelle II. Weiter sei E = O,(X) g E,, und K eine Untergruppe von 
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X isomorph zu Zs . Nach Lemma 5.1 kiinnen w-5 R so wtihlen, daS AiF = 
X((i) E Aut(AJ. Man stellt fest: 
(i) Fiir eine Irwolution f E F’ gilt C&F) = 2”. 
(ii) Es ist F’ = C,(J? mod (yj) = (y, cs , c, , cs , c5 \ van der Ordrmng 2-i 
2nd C,(E) = *:,:I\. 
(iii) Es ist [& Jl = V, weiter ist FF1 = I>-<&; _ irvariaw c?3- -T u& L 1 ., 
-- 
;E, p-11 = r -, also ,[E. b;li = 2a. 
(iv) Sei E das voile Urbild \-on i? in X. Eine 2, operiert auf der Grugpe 
E; Jr1 der Ordnung 2s mit irreduziblen Kompositionsfaktoren E! Jz Ji i; z El, 
Nach Lemma 1.5 ist E/V, elementar-abelsch. Es ist C, ,$a) = 2a end 
, C, V,(53) = 2”. Somit sind die &IIoduln E/J and J/F1 rrch:Hquivalen:. 
Sach*Lemma 1.6 ist EiV, ein vollstandig reduzibler R-Alodu!. Also gibt es in E 
eine x-inrariante Untergruppe Do mit D,, = E und 0, n J = 3; . 
(v) Xach (iii) ist D,/(y) isomorph zu E,, ? Z, . Somit gibt es in D, eine 
K-invariante Untergruppe D mit D/(yj g E&i und B = E. Weiter isr 
D P J = i,-. Sach (ii) ist D extraspezieller Normaiteiler \-on X 
(1-i) Setze Aq = XiD. Es ist Z(8) = (&>. ?Sach T-craussetzLng gibe es in 
X eine Umergruppe W g Es mit [W, (b, , b5 , b,::: = i. Setze -2 = W(3, : 
b5 I 6,:: 1 E6: . Es ist A n D = 1. Also gibt es in X eine Untergruppe isomorph 
zu EM . Eine nichtzerfallende Erweiterung \-on Z&a durch & hat 2-Rang 4, also 
zerfillt 8’/6,? cber O,(&,I’<~,). In der perfekten zentrzlen Erv-eiterung .& 
\-on Z, durch -4, liegen alle Involutionen in Z(&). Xber es ist % r E, und 
P n O,(Xj = 1~ es folgt da0 8 iiber O,@) zerfallt. 
Somit haben wir gezeigt, dal3 in S ein Sormalteiler D z DsG existiert, so da3 
AY: D isomorph zu einer treuen zerfallenden Erweite-wu_zg l-on E,, durch ZG mit 
Zentrum deer Ordnung 2 ist. Weiter operiert eine S$ow 5Untergruppe -:on 
X,‘D fixpunktfrei auf dem orthogonalen T-ektorraum D.‘cI-Y’. Xach Lemma 1.? iss 
die Operation van X:D auf Di\‘yj eindeutig bestimmt. Insbesondere gibr es ein 
Urbild K -.-on h” in s, sodal? K auf D. (~1, ,\ vollst5ndig reduzioel operier:. Gabei 
ist K P J < D. Sei also D = VV,, mit K-inrariamen Tntergrrr~~en F, iv,, z Es3 
in D -und I- n i,-, = (y), insbesondere lF,-, n j = ‘;*‘;) ucti rc = E, TVeiter is: 
nach TVoraussetzung KJ = KtJ fur ein Urbiid f van t in F. 
Die Gruppe JK{t) erftillt die TVoraussetzungen des Le-mmas ! -9. Also konne:? 
wir sogar k’z & annehmen. 
Somit zerfallt KD tiber D, und in KD existiert die L-ntergruppe KoVc ,mit 
K, s Za , ii, y Ea8 , KoVo n J = (y). Operiert K,, zerlegsar auf IT9 t so gibt es 
in J&V,-, eine Untergruppe K,,Vi vom Index 2, die -7 trivia! anschneidet. Dann 
zerfalh -Y und damit such P iiber J. Sei also die @eration van i;r, auf T-(: 
unzerlegbar. Wir setzen C = K,,D. Auf T0 operiert treu die GruTpe l,-,;.‘Vc -z 
&,J, . Sei ‘ZL! die Menge der Hyperebenen in Fe ) die y nicht enthalten. Dane 
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operiert V regular auf ZB, fiir E E ZB ist j L’ : IV;(E), = 16 und V fl AVu(E) = 1. 
Es folgt .Kt(E) = V&r mit Kl E Zs . Wieder ist EKl n J = 1. Somit zerfallt 
X und damit F iiber J. Die Behauptung ist bewiesen. 
LEMMA 5.3. A- = Nc( J(T)) serftillt iiber J(T). 
Beweis. Sei T < S E Syl,(:V) mit Z(S) = (x). Sach Lemma 5.2 bleibt nur 
noch zu zeigen, da13 es in C,(x) eine Untergruppe IV= E, gibt, die auf J( T) wie 
@r ,& ,&) auf J(T,) in der B ezeichnung van Yoshida operiert. Dazu identifi- 
zieren wir S mit einer Sylow 2-Untergruppe S, l-on F aus Lemma 5.2. Es ist 
Z,(S) = (x, a), und mit z N zx in :Y gibt es in S eine Untergruppe Q, z Q mit 
Q; = (2x). Weiter ist mit s,, = S,iJ = <Ed , I?~, ~a , r1 ,6r , & , 6s ,4> und 
J = 0, cg , ~7 , ce , cj , b 6 9 bs , 6, , a4 , asi dann Z,(S,) = (y, cs), also existiert 
in S,, eine Untergruppe Qs g Q mit Qi = (cey>. Es ist , Q n J(T) = 
:QI~J(T) = 27 und mit 1y = Xi J(T) dann Z(C&, x)) = Q n Qr , weiter 
0,(C.7(z)) = Q und O,(C&x)) = Qr . Setze P = C&y, cs), mit Tabelle II 
berechnet man F = (c%, ~a, E, ,6s, Ss , 5, , %r) z (E&) x 2, und Z(y) = 
(6, , &). Es folgt (6s) &) < Qs . Weiter ist 2 = C,((& , &J mod (csy}) = 
(5 cs 3 c7 3 cti , b* 9 b5 3 43) von der Or&rung 27, also 2 = J n Qr und demnach 
Qr = CsO(Z mod <cay>) = (6, , b; , s&, E,). Die Struktur von Qr z Q liefert, 
da13 es Urbilder br , 4 und b3 mit (b, , 6, , b,) E E8 gibt. Somit ist die Existenz 
l-on W gezeigt. 
LEMMA 5.4. GE co, . 
Beeceis. xach Lemma 5.3 besitzt S Sylow 2-Untergruppen vom Typ Co, , 
diese enthalten nach [16] je genau eine Untergruppe isomorph zu E,lO. Es 
folgt J(T) char S, also S E S&(G). Mit S n G’ > (S n H’, S n -1”) = S 
besitzt G keine Untergruppe vom Index 2. Sach Theorem 4.1 aus [16] 
folgt G/O(G) g Co, . Es gibt mit Lemma 1.2 ein ~EQ\Z(Q) mit x * f. Die 
Fixpunktformel liefert also O(G) = 1, d.h. die Behauptung. 
Per Induktion nach 1 Z(H)1 beweisen vvir nun Satz A. 
KATZ 5.5. Sei 1 Z(H)’ = 2 (m-1). Dann ist die Gruppe G isomorph xu 
Co, x E,m. 
Beweis. Fiir m = 0 ist der Satz mit Lemma 5.4 bewiesen. Sei also m > 0. 
%Iit Lemma 1.10 gibt es ein t E Z(H)+ mit Cc(t) > HO(C,(t)). Damr ist 
insbesondere I $ Z”(&(t)) und s(t) 6 Z*(C,(t)/<t>). Per Induktion ist also 
Cc(t)/(t) isomorph zu Co, x E,(m - 1). Der Schurmultiplikator von Co, ist 
trivial [4], also ist Co(t) g Co, x E,m. Derselbe SchluD zeigt Co(s) E 
Co, x E2wz fiir alle s E 2(&(t))*. Es folgt C,(s) = Cc(t) = -4 x E fiir aIle 
s E Z(C,(t))+ mit A g Co, und E g E,m. Setze K = C,(A). Wegen I E A ist 
K = C,(A) = E. Die Zentralisatoren aller Involutionen aus E stimmen iiberein, 
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also ist k’tightly embedded in G. Nach [4] ist Aut(Co,) z Co, . Es foolg: -\rG[A) = 
A!CG(Aj = A X E. Xveiter ist :Ivo(K) = :I’@) < :\-c(C&s)) < :Yc(C,(s)‘) = 
-V&4) fiir s E E+. Also ist Xo(A) = zI-~(K). Weiter kommuSert -4 tit keinem 
seiner Konjugierten, also ist A eine Standarduntergruppe wu G im Sirme ;-2n 
Aschbacher und Seitz [2]. Das Hauptresultat aus [2] !iifert, da13 die Behailpxng 
fiir m > 2 bewiesen is:, falls O(G) = 1. Das folgt aber w-ie in Lenxa 5.4. 
Es bleibr der Fali CG(f) = A x (t,;, also m = 1. Sei zunichs; eine Sylo;v 
2-Untergruppe S x-on Cc(t) bereits eine Sy!ow 2- Untergruope r-on G. Dar?_n ist 
die IEvolution t nach Lemma 1.4 nicht in G’ enthaiten. Vomit hat G’ SyIo;i: 
3-Untergruppen vom Typ Co, . Es ist O(G’) = i u-d OZ(G’) = G’, also foigr: 
G’ z Co, mit [16j. Mit Aut(Co,) E Co, u::d C,(G) < H erh,% man 
G E Co, x 2, , also die Belhauptmg. 
Sei nun S keine Sylow 2-Untergruppe i-on G, etx-a S <? 4 < S, E Sy!dG:. 
Es is? J(S) z &l i und S, normalisiert J(S). UEter CG;t) zerfiil!t J<S)* in 7 
Bahnen der Lsinge 1:77,!77/330/330!616/616. Die Im-olution t besitzt Koa- 
jugierte in J(S):.(t’ unter -I-o(J(S)). Weiter hat die Ixol-Aon z genail 330 
Konjtigierte in J(S) unter C,(t) und hBchstens 211 - 1. Konjugierte inJ{S) mxer 
G. Nit -Ys(J(S)) > XG(J(S)) n Cc(t) > SG(J(S)) n C&; fo!gr. [&(J(S))i 
A-G(J(S)) f-l &(t)] < 211 : 330 Q 7, also hat t h&hstens 7 K;onjugierte in J(S> 
ulter J-&J(S)), ein Widerspruch zu r obigen Bahtzerlegung van J(S) enter 
j- _ ,--!,;(J(Sj). Damit ist die Behauptung bewiesen. 
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